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1. El artede plantear ecuaciones.

El idioma del agebra es la ecuacion. "Para resolver un problema referente a nimeros o relaciones
abstractas de cantidades, basta con traducir dicho problema, del inglés u otralengua a idioma
algebraico», escribio el gran Newton en su manual de adlgebra titulado Aritmética Universal. |saac
Newton mostré con gjemplos como debia efectuarse la traduccion. He aqui uno de ellos:

En la lengua vernacula: En € idioma ddl algebra:

Un comerciante tenia una determinada suma x

dedinero

El primer afio se gast6 100 libras x - 100

Aument6 € resto con un tercio de éste (x- 100) + (x- ;OO) - X _3400
Al afio siguiente volvio a gastar 100 libras 4)(—3400 1OO:M

Patricio Barros



Algebra Recreativa Y akov Perelman

y aumento la suma restante en un tercio de ella 4x -3700 + X '9700 _ 16x- 92'800
El tercer afio gast6 de nuevo 100 libras 16)(9& - 100 = 16x- 3700
Después de que hubo agregado su tercera 16x- 3700 N 16x - 3700 _ 64x - 14800
parte 9 27 27

el capital |leg6 al doble ddl inicial w = 2X

Solucién

Para determinar cudl es € capital inicial del comerciante no queda mas que resolver la dltima
ecuacion.

La solucion de una ecuacion es, con frecuencia, tarea fécil; en cambio, plantear la ecuacion a base
de los datos de un problema suele ser mas dificil. Hemos visto que € arte de plantear ecuaciones
consiste, efectivamente, en traducir "la lengua vernaculo ala algebraica’. Pero € idioma del
algebra es laconico en extremo, por eso no todos los giros del idioma materno son de fé&cil
traduccién. Las traducciones pueden ser muy distintas por € grado de su dificultad, como puede

convencerse € lector alavista de los gjemplos de ecuacion de primer grado expuestos.
Volver

2. Lavida de Diofanto

Problema

La historia ha conservado pocos rasgos biogr aficos de Diofanto, notable matematico de la
antigliedad. Todo lo que se conoce acerca de él ha sido tomado de la dedicatoria que figura en
su sepulcro, inscripcidn compuesta en forma de gjercicio matematico. Reproducimos esta
inscripcion:

En la lengua vernacula En e idioma del algebra:
i Caminante! Aqui fueron sepultados los restos de
Diofanto. Y los nimeros pueden mostrar, joh, X
milagro!, cuan larga fue su vida,
cuya sexta parte constituyo su hermosa infancia. X/ 6
Habia transcurrido ademas una duodécima parte %/ 12
de su vida, cuando de vello cubridse su barbilla
Y la séptima parte de su existencia transcurrio en
un matrimonio estéril.

Paso6 un quinguenio masy le hizo dichoso €l
nacimiento de su precioso primogeénito,

gue entrego su cuer po, su hermosa existencia, a
latierra, que durd tan sélo la mitad de la de su x/2
padre
Y con profunda pena descendio a la sepultura, X X X X
habiendo sobrevivido cuatro arios al deceso de su 6 12 7 2

x/7
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hijo |
Dime cuantos afios habia vivido Diofanto cuando le llegb la muerte.

Solucion

Al resolver la ecuacion y hallar € valor de laincdgnita, 84, conocemos |os siguientes datos
biogréaficos de Diofanto: se casd alos 21 afios, fue padre alos 38, perdié asu hijoalos 80y
murio alos 84.

Volver

3. El caballoy € mulo

Problema

He aqui un antiguo gercicio muy sencillo y facil de traducir al idioma de] algebra.

"Un caballo y un mulo caminaban juntos Ilevando sobre sus lomos pesados sacos. Lamentabase
el jamelgo de su enojosa carga, alo que el mulo le dijo: "¢De quéte quejas? S yo te tomara un
saco, mi carga seria € doble que la tuya. En cambio, si te doy un saco, tu carga seigualard ala
mia". ¢Decidme, doctos matematicos, cuantos sacos llevaba el caballo, y cuantos € mulo?".

Solucion
Si yo te tomara un saco X-1
mi carga y+ 1
seria e doble que latuya. y+1=2(x-1)
Y s te doy un saco, y-1
tu carga X+ 1
seigualard alamia y-1=x+1

Hemos planteado el problema mediante un sistema de ecuaciones con dos incognitas:

y+1=2%*(x-1)
y-1=x+1

2xX-y=3
y—Xx=2

Unavez resudto € sistemavemos que x =5,y = 7. El caballo llevaba 5 sacos, y e mulo, 7.
Volver

4. L os cuatro hermanos

Problema

Cuatro hermanos tienen 45 rublos. S el dinero del primero es aumentado en 2 rublos, € del
segundo reducido en 2 rublos, se duplica el del terceroy el del cuarto se reduce a la mitad, todos
los hermanos tendran la misma cantidad de rublos. ¢ Cuanto dinero tenia cada uno?

Solucién

| Los cuatro hermanos tienen 45 rublos | x+y+z+t=45 |
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Si a dinero del primero se le agregan 2
X+ 2
rublos
al del segundo se restan 2 rublos y-2
el del tercero se duplica, 2z
y €l del cuarto se divide por dos t/2
a todos los hermanos les quedara la misma| x+ 2=y-2=2z=1t/
cantidad de rublos 2

La ultima ecuacién nos permite plantear tres ecuaciones independientes:

ix+t2=y-2
¥x+2=l

: 2
fx+2=22

de donde

1y =x+4
I x+2
1Z=

: 2
ft:2x+4

Colocando estos valores en la primera ecuacion, tendremos:

X+ X+4+ (X+2)/2+2x+4=45

dedondex = 8.

A continuacion hallamos quey = 12, z=5, t = 20. Por lo tanto, los hermanos tenian: 8, 12, 5y 20
rublos.

Volver

5. Lasavesdelaorilla

Problema

En las obras de un matematico arabe del siglo XI hallamos el siguiente problema:

A ambas orillas de un rio crecen dos palmeras, la una frente a la otra. La altura de una es de 30
codos, y la dela otra, de 20. La distancia entre sus troncos, 50 codos. En la copa de cada
palmera hay un pajaro. De stbito los dos pajaros descubren un pez que aparece en la superficie
del agua, entre las dos palmeras. Los pajaros se lanzaron y alcanzaron € pez al mismo tiempo.
¢A qué distancia del tronco de la palmera mayor aparecio e pez?
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Solucién
Mediante lafig. 5y aplicando el teorema de Pitagoras, establecemos:

AB? = 30% + X2
AC? = 20° + (50 - x)°.

Pero AB = AC, por cuanto los pgaros cubren esta distancia en un mismo tiempo. Por eso,
30% + X% = 20° + (50 - x)°.

Al quitar los paréntesis simplificando la formula nos encontramos con una ecuacién de primer
grado:

100x = 2 000,
de donde
x = 20.
El pez apareci6 a 20 codos de la palmera que tenia 30 codos de altura.
Volver
6. El paseo
Problema

- Pase usted mafiana por mi casa - dijo el vigjo doctor a un conocido.

- Muy agradecido. Saldré mafiana a las tres. Quiza desee usted dar también un paseo. En este
caso salga a la misma hora y nos encontraremos a la mitad del camino.

- Usted olvida que soy ya vigjo y ando tan sblo tres kilébmetros por hora, en tanto que usted,
jovenzuelo, cuando mas despacio va, hace 4 kilémetros por hora. No seria ningun delito que me
concediera alguna ventaja.
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- Tiene razon - contesté € joven - . Comoquiera que yo recorro un kilometro a la hora mas que
usted, le doy este kilébmetro de ventaja, es decir, saldré de casa un cuarto de hora antes ¢le serd
suficiente?

- Es usted muy amable - aprobo al instante el anciano. El joven cumplié lo prometido y salio de
su casa a las tres menos cuarto, marchando a 4 kilémetros por hora. El doctor salié ala calle a
las tres en punto y anduvo a tres kilémetros por hora. Cuando se encontraron, €l anciano dio la
vuelta, yendo juntos a su domicilio.

Tan solo cuando €l joven regresd a su casa comprendié que debido a la ventaja concedida tuvo
gue caminar, no €l doble, sino & cuadruplo de lo que anduvo € doctor.
¢A qué distancia de la casa del doctor estaba la de su joven conocido?

Solucién

Expresemos la distancia que separa las casas con la x (km). El joven anduvo en total 2, y €l
doctor, la cuarta parte, es decir x / 2 . Desde que sali6 de casa hasta que se encontraron, el doctor
recorrié la mitad de cuanto anduvo en total, esdecir, X / 4 , y € joven hizo € resto, es decir, 3x /
4. El anciano camind x / 12 y €l joven 3x / 16 horas, ademas, sabemos que éste camind ¥4 de hora
mas que el doctor.

Establezcamos la siguiente ecuacion

dedondex = 2,4 km.

Entre |as dos casas mediaba una distancia de 2,4 km.
Volver

7. El artel de segadores
En los recuerdos acerca de L. Tolstdi, € conocido fisico A. Tsinguer refiere @ siguiente
problema que agradaba en extremo al eminente escritor:

Problema

"Un artel de segadores debia segar dos prados, uno tenia doble superficie que otro. Durante
medio dia trabaj6 todo el personal del artel en €l prado grande; después de la comida, una mitad
de la gente quedd en & prado grande; y la otra mitad trabaj6 en el pequefio. Durante esa tarde
fueron terminados los dos tajos, a excepcion de un reducido sector del prado pequefio, cuya
siega ocupod € dia siguiente completo a un solo segador. ¢Con cuantos segadores contaba €l
artel?".

Solucién

En este gjercicio, ademés de laincognita fundamental - nUmero de segadores - que expresamos
con la x, es conveniente introducir otra incognita complementaria: la superficie del sector segado
por un trabajador en un solo dia, que expresamos con lavy.

Aunque € problema no exige que se hale su vaor, contribuye a encontrar laraiz de la x.
Representemos la superficie del prado grande con x ey. Este prado lo segaron durante medio dia
X trabajadores, que segaron Y2 * (x* y) =x*y/ 2

Patricio Barros



Algebra Recreativa Y akov Perelman

Figura 6

Durante la segunda parte del diatrabajé alli lamitad del artel, es decir, x / 2 'y segaron
X[12*Y*y=x*yl4
Comoquiera que a final de lajornada habia sido segado todo € prado, su area ser&
X*yl2+x*yl/4=3*x*yl4

Expresamos ahora |la superficie del prado menor mediante x ey. Durante medio dia se ocuparon
en é x trabajadores y segaron una superficie de

Yorxl2*y=x*yl4

Agreguemos a esto € sector que quedd sin segar, que esigual ay (superficie segada por un
trabajador en unajornada), y hallaremos la superficie del prado menor:

X*yld+y=(x*y+4*y)/4

No nos queda més que traducir a idiomadel dgebralafrase "d primer prado tiene doble
superficie que el segundo”, y la ecuacion quedara establecida como sigue:
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Dividiendo por y e numerador y denominador del quebrado de la segunda igualdad, se eliminala
incognita auxiliar, resultando la siguiente ecuacion:

X/ (x+4)=2,063x=2x+8
de donde

X = 8.

En € artel habla 8 segadores.

Después de haber sido publicada la primera edicién del Algebra Recreativa, € profesor A.
Tsinguer me envié unainformacion detallada y muy interesante, relacionada con este problema.
El efecto esencial del problema, a su juicio, reside en que "no es algebraico en absoluto sino
aritmético, y aunque es muy sencillo se tropieza conciertas dificultades en su resolucion debido a
gue no es de tipo corriente”.

"Lahistoriadel presente problema es la siguiente - continta el profesor A. Tsinguer - . En la
facultad de mateméticas de la Universidad de Moscu, cuando estudiaban en ellami padre ell.
Raievski, mi tio, (amigo intimo de L. Tolstéi), entre otras disciplinas se ensefiaba algo semejante
alapedagogia. A este fin, los estudiantes debian ir a una escuela pablica urbana, puesta a
disposicion de la universidad, y en colaboracién con expertos y venerables maestros, hacian
précticas pedagdgicas. Entre los compafieros de estudios de Tsinguer y Raievski habia un tal
Petrov, que, segun cuentan, era persona muy inteligente y original en extremo. Este Petrov
(fallecido en su juventud, creo que de tisis) afirmaba que en las clases de aritmética embrutecian
alos escolares con problemas y métodos estereotipados. Para poner de evidencia su punto de
vista, Petrov ingeniaba problemas que por salirse de las normas corrientes embarazaban a los
"expertos y venerables maestros’, pero que los aumnos més |Gcidos, todavia no embotados por €
estudio rutinario, resolvian con facilidad. Entre dichos problemas (Petrov discurrio varios) estaba
el de los segadores. Los maestros con experiencia, claro, podian resolverlo con facilidad
mediante ecuaciones, pero no daban con su sencilla resolucion aritmética. Sin embargo, €l
problema es tan facil que para resolverlo en absoluto no merece la pena servirse del algebra.

Si e prado mayor fue segado por todo €l personal del artel en medio dia, y por lamitad de la
gente en € resto de lajornada, es natural que medio artel segd en medio dia 1/ 3 del prado. Por
consiguiente, en el prado menor quedaba sin segar

1/2-1/3=1/6

Si un trabajador siegaen undial/ 6 del prado, y s fuesegado 6/6 + 2/ 6 =8/ 6, esto quiere
decir que habia 8 segadores.
Tolstéi, aficionado de siempre a los problemas que se resuelven utilizando algun subterfugio y
ofrecen cierta dificultad, conocia desde la juventud éste, de |os segadores, gracias ami padre.
Cuando tuve ocasion de hablar de dicho problema con Tolst6i, ya anciano, le agradaba, sobre
todo, €l hecho de que e problema se hace mas comprensible s, a resolverlo, se emplea este
sencillo diagrama (fig. 7)".
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Figura 7.

Ofrecemos a continuacion algunos problemas que, con cierta imaginacion, son mas féciles de

resolver por medio de la aritmética que valiéndose del dgebra.
Volver

8. Lasvacasen € prado

Problema
"Al estudiar las ciencias, l0s gercicios son mas Utiles que las reglas’,escribia Newton en su
Aritmética Universal, y acompafiaba las indicaciones tedricas con una serie de giemplos. Entre
ellos hallamos €l de |os toros que pastan en el prado, que generd un tipo especifico de problemas
semejantes a este:

"La hierba crece en todo el prado con igual rapidez y espesura. Se sabe que 70 vacas se la
comerian en 24 dias, y 30, en 60 dias. ¢Cuantas vacas se comerian toda la hierba en 96 dias?".

Este problema sirvi6 de argumento para un cuento humoristico, que recuerda el Maestro
particular de Ch§ov. Dos adultos, familiares del escolar a quien habian encargado resolver este
problema, se esforzaban inGtilmente por hallar su solucién y se asombraban:

- jQué extraro es €l resultado! - dijo uno - . S en 24 dias 70 vacas se comen la hierba, entonces,
¢cuantas vacas se la comeran en 96 dias? Claroque 1/ 4 de 70, es decir, 17 1/ 2 vacas...  Este
es el primer absurdo! El segundo todavia mas extrafio, es que si 30 vacas se comen la hierba en
60 dias, en 96 sela comeran 18 3/ 4 vacas. Ademas, si 70 vacas se comen la hierba en 24 dias,
30 vacas emplean en ello 56 dias, y no 60, como afirma el problema.

- ¢Pero tiene usted en cuenta que la hierba crece sin cesar? - pregunt otro.

La observacion era razonable; la hierba crece incesantemente, circunstancia que no puede
echarse en olvido, pues en ese caso no solo no puede resolverse e problema, sino que sus
mismas condiciones pareceran contradictorias.
¢COmo debe resolverse pues, € problema?

Soluciéon

I ntroduzcamos también aqui una segunda incdgnita, que representara € crecimiento diario de la
hierba, expresado en partes de las reservas de la misma en €l prado. En unajornada hay un
crecimiento dey; en 24 dias sera 24y. Si tomamos todo e pasto como 1, entonces, en 24 dias las
vacas se comeran

1+ 24y
En unajornada las 70 vacas comeran

(1+24y) | 24
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y unavaca (de las 70) comera
(1 +24y) / (24 * 70)

Siguiendo € mismo razonamiento: si 30 vacas acaban con toda la hierba del prado en 60 dias,
una vaca comerd en un dia

1+ 60y / (30 * 60)

Pero la cantidad de hierba comida por una vaca en un solo dia esigua paralos dos rebafios. Por
€0

(1 +24y) / (24* 70) = (1 + 60y) / (30 * 60)

de donde

y=1/480
Cuando se hdlay (medida de crecimiento) es ya facil determinar qué parte de lareservainicia se
come unavaca d dia

(1+24y) | (24* 70) = (1 + 24/ 480) / (24 * 70) = 1/ 1600

Por ultimo establecemos la ecuacién para la solucion definitiva del problema: si el nimero de
vacas es X, entonces,

{1+ (96/480)} / 96x = 1600

dedondex =20

20 vacas se comerian toda la hierba en 96 dias.
Volver

9. El problema de Newton

Examinemos ahora un problema del mismo tipo que € anterior: el problema de Newton acerca de
los toros.

El problema, en realidad, no fue ideado por Newton, sino que es de origen popular.

Problema

"Tres prados cubiertos de hierba de una misma espesura y con €l mismo grado de crecimiento,
tienen un &rea de 3 '/3 Ha, 10 Ha'y 24 Ha. La hierba del primero es comida por 12 toros durante
4 semanas, la del segundo, por 21 toros durante 9 semanas. ¢Cuantos toros comeran la hierba
del tercero durante 18 semanas?"

Soluciéon

Introducimos la incognita auxiliar y, que significa la parte de lareservainicia de hierba que crece
en 1 Ha durante una semana. En el primer prado crece durante la primera semana una cantidad de
hierbaiguala 3 /3 y; durante 4 semanas, 3 '3y * 4 = (40 / 3)*y de la reserva de hierba que habia
inicialmente en 1 Ha. Esto equivale a un crecimiento del &reainicial del prado igua a
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35 +(40/3)y

hectéreas. En otras palabras: |0s toros comen tanta hierba como se precisa para cubrir un prado de
{31/3+ (40/ 3)y} hectéreas. En una semana 12 toros se comen un cuarto de esta cantidad, y un
toro come en una semana 1/ 48, es decir, la reserva de hierba que hay en un area de

{31/3+(40/ 3)y} / 48 = (10 + 40y) / 144 hectéreas.

De esa misma manera, con los datos del segundo prado, hallamos € érea de éste que alimenta a
un solo toro durante una semana:

crecimiento de la hierbaen 1 Hadurante 1 semana=y
crecimiento de la hierba en 1 Ha durante 9 semanas = 9y
crecimiento de la hierba en 10 Ha durante 9 semanas = 90y

La superficie del sector que contiene hierba suficiente para alimentar 21 toros durante 9 semanas
esigua a

10 + 90y.
El area necesaria para mantener un toro durante una semana seré:
(10 + 90y) / 9* 21 = (10 + 90y) / 189
hectareas. Ambas normas de alimentacion deben ser idénticas:
(10 + 40y) / 144 = (10 + 90y) / 189

Al despgar laincognita encontramos quey = 1/ 12. Veamos ahora cuél debe ser el &rea del
prado con hierba suficiente para mantener un toro durante una semana:

(10 + 40y) / 144 = (10 + 40/ 12) / 144 =5/ 54

hectéreas. Ocupémonos, por ultimo, de la pregunta del problema. Si representamos el nimero
desconocido de toros con la x, tendremos:

{24+ (24* 18/12)} / 18x = 5/54

de donde x = 36.
El tercer prado puede mantener 36 toros durante 18 semanas.
Volver

10. El cambio de las manecillas del reloj

Problema

A. Moshkovski, biografo y amigo del famoso fisico Albert Einstein, en su deseo de distraer a éste
durante su enfermedad, le propuso resolver el problema siguiente (fig. 8):
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"Tomemos un reloj - dijo Moshkovski - que tenga las saetas en las 12. S en esta posicion el
minutero y el horario cambiaran de funcién, la hora marcada seria la misma; pero a otras
horas, por ejemplo, a las 6 esa permuta de las saetas daria lugar a un absurdo, a una situacion
gue, en un reloj que marchara normalmente no podria producirse; el minutero no puede hallarse
en las 6 cuando €l horario se encuentra en las 12. De aqui surge la siguiente pregunta: ¢Cuando
y cada cuanto tiempo ocupan las manecillas de un reloj tal posicion en la cual al cambiar éstas
de funcion entre si se producen nuevas situaciones posibles en un reloj normal ?

- S, contesto Einstein, este problema es muy apropiado para un hombre obligado por su
enfermedad a permanecer postrado en el lecho: despierta bastante interésy no es muy facil. Me
temo, sin embargo, que la distraccién dure poco tiempo: he dado ya con la forma de resolver|o.
Seincorporé en e lecho y con unos cuantos trazos dibujo en un papel un esquema que reflgjaba
las condiciones del problema. Einstein no necesité para resolverlo mas tiempo que € que he
empleado yo en formularlo..." ¢Cémo se resuelve?

Solucién

Midamos la distancia que recorren las manecillas, valiéndonos de 60 divisiones de la esfera, a
partir de las 12. Supongamos gque en una de las posiciones buscadas, €l horario se encuentra a x
fracciones a partir del nimero 12, y €l minutero, a y divisiones.

Figura 8
Como las 60 fracciones son recorridas por €l horario en 12 horas, es decir, a5 divisiones por
hora, entonces, x partes de la esfera seran recorridas por €l horario en x / 5 horas. Dicho con otras
palabras, habran pasado x / 5 horas desde que €l reloj dio las 12. EI minutero recorre y fracciones

eny minutos, es decir, en y / 60 horas. Expresado de otro modo: € minutero ha pasado la cifra 12
hacey /60 o a cabo de

x/5-y/60
horas después de que ambas saetas se encontraban en las doce. Este nimero es entero (desde el
cero a 11), ya que muestra cuantas horas completas han pasado desde las doce. Al cambiar las
manecillas defuncién encontraremos por analogia que a partir de las doce habran pasado

y/5-x/60

horas completas. Este nimero también es entero (desde el cero hasta el 11).
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Planteamos el siguiente sistema de ecuaciones:

I
3

3lx Bl<
l—i

cn|< o-l|><

i
f
i
I
f

donde my n son nimeros enteros comprendidos entre el 0y el 11. En este sistema despejaremos
las incognitas:

x={60* (12m+ n)} / 143
y={60* (12n+ m) / 143

Asignando amy n un valor comprendido entre 0 y 11 determinaremos todas las posiciones
requeridas de las saetas. Como cada uno de los 12 valores que tiene m, puede ser confrontado con
cada uno de los 12 de n, quizés parezca que €l nimero de soluciones posibles puede ser 12*12 =
144; pero enrealidad esigual a 143, porquecuandom=0,n=0,ys m=11, n=11, las
manecilla ocupan la misma posicion.

Cuando m =11, n = 11 tenemos:

X =60
y=60

es decir, las manecillas estén en las 12, como en &l casodem =0, n=0.

No nos detendremos a examinar todas las posi ciones posibles; ocupémonos de dos casos. Primer
caso:

m=1n=1;

x=60*13/143=55/11

es decir, sefida 1 hora 5/ 11 minutos; en este momento las manecillas estén en e mismo sitio por
lo gque pueden cambiar de funcion (como siempre que coincidan).

Segundo caso:
m=8,n=5;

x={60* (5+12* 8)} / 143 » 42.38
y={90* (8+12* 5)} / 143 » 28.53

L os momentos respectivos seran: las 8 horasy 28,53 minutos y las 5 horas 42,38 minutos.

El nimero de soluciones, como se indico ya, es de 143. Parallegar alos puntos de la esfera
donde se encuentran las posiciones requeridas de las saetas, hay que dividir la circunferencia de
la esfera en 143 partes iguales, obteniendo 143 puntos que son los que buscamos. En |os espacios
intermedios no hay otras posiciones semejantes de las manecillas.

Volver
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11. Coincidencia de las saetas

Problema

¢En cuantas posiciones pueden coincidir € horarioy e minutero de un reloj que marche
normal mente?

Solucién

Podemos valernos de las ecuaciones del problema anterior, ya que si 1as dos manecillas
coinciden, pueden cambiar entre si de funcién sin que se produzca alteracion alguna. En este
caso, ambas saetas habran recorrido el mismo nimero de divisiones, a partir del nimero 12; es
decir, x = y. Por esta causa, los razonamientos del problema precedente nos brindan la siguiente
expresion:

X/5-x/60=m
donde m es un entero comprendido entre 0y 11. Aqui podemos despejar laincognita:
x=60*m/11

De los doce valores de m (del 0 a 11) obtenemos en lugar de 12, sdlo 11 posiciones diversas de
las manecillas, toda vez que siendo m = 11 vemos que X = 60; es decir, ambas saetas han
recorrido 60 divisionesy se halan en la cifra 12; esto mismo sucede cuando m = 0.

Volver

12. El arte de adivinar nimeros

Cada uno de Uds. se encontraba indudablemente con "prestidigitadores’ que pueden adivinar
nimeros. Como regla un prestidigitador propone realizar operaciones del siguiente caracter:
pensar un nimero cualquiera, adicionar 2, multiplicar el resultado por 3, restar 5, restar € nimero
pensado etc., en total cinco o una decena de operaciones. Luego € prestidigitador pide que le
comuniquen €l resultado y, a obtener la respuesta, en seguida comunica el nimero pensado.
Claro esta que €l secreto de la "prestidigitacion” es muy fécil y se basa en las mismas ecuaciones.
Supongamos que €l prestidigitador le haya propuesto a Ud. realizar un programa de operaciones
indicado en la columna izquierda de la tabla siguiente:

piense un nimero X
adicione 2 X+ 2
el resultado multipliquelo por 3 3x+ 6
reste 7 3x-1
reste e nmero pensado 2x+ 1
multiplique por 2 4x + 2
reste 1 4x+ 1

Luego € prestidigitador pide que le comuniquen €l resultado final y - , al obtenerlo, dice a
instante & numero pensado. ¢Como lo hace?
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Para comprender esto, hay que mirar la columna derecha de la tabla, donde las indicaciones del
prestidigitador estan traducidas a idioma del agebra. Mirando esta columna se puede
comprender, que s Ud. ha pensado cualquier nimero x, entonces realizadas todas |as operaciones
se obtendra 4x - 1. Conociendo este resultado no es dificil "adivinar” el nimero.

Supongamos, por gemplo, que Ud. hayadicho al prestidigitador que el resultado es 33. Entonces
el prestidigitador resuelve mentalmente muy répido la ecuacion 4x — 1 = 33 y obtiene la
respuesta: X = 8. Es decir, hace fatarestar 1 del resultado final (33 - 1 - = 32) y luego € nimero
obtenido se divide entre 4 (32 : 4 = 8), El resultado de esta division es el nUmero pensado (8). Si
el resultado final es 25, entonces el prestidigitador hace mentalmente las siguientes operaciones
25-1=24,24/ 4 =6y le comunicaque Ud. ha pensado €l nimero 6.

Como se ve todo es muy fécil. El prestidigitador sabe de antemano qué hace falta hacer con €
resultado para obtener € nimero pensado.

Después de comprender esto Ud. puede asombrar y desconcertar alin mas a sus amigos
proponiéndoles a ellos mismos escoger segln su propio parecer, € carécter de operaciones sobre
un nimero pensado. Ud. propone a su amigo pensar un nimero y realizar en cualquier orden
operaciones del caracter siguiente: sumar o restar un niimero conocido (por gjemplo: sumar 2,
restar 5, etc.), multiplicar® por un ntimero conocido (por 2, por 3, etc.), sumar o restar e nimero
pensado. Su amigo, para embrollarle, va a amontonar una serie de operaciones. Por g emplo, é ha
pensado € nimero 5 (el nimero pensado no se le comunica a Ud.) y realizando operaciones le
dice:

- he pensado un numero, lo he multiplicado por 2, a resultado he sumado 3, luego he sumado €l
nimero pensado, al resultado he sumado 1, todo lo he multiplicado por 2, he restado € niUmero
pensado, luego he restado 3, una vez mas he restado € nimero pensado, he restado 2. Por fin, €
resultado lo he multiplicado por 2 y he sumado 3.

Al decidir que é le ha embrollado por completo é comunica a Ud. con el aspecto triunfante:

- @ resultado final es 49.

Para su asombro Ud. le comunica inmediatamente que é ha pensado el nimero 5.
¢Como lo hace Ud.? Ahora todo eso es bastante claro. Cuando su amigo le comunica las
operaciones que é esta realizando con € nimero pensado, Ud. alavez actia mentalmente con la
incognita x. El le dice: "He pensado un nimero...", Ud. repite mentalmente: "entonces tenemos
x". El dice: "...lo he multiplicado por 2..." (él de veras realiza la multiplicacion de nimeros), Ud.
prosigue mentalmente; "...ahora tenemos 2x". El dice: "...a resultado he sumado 3...", Ud. le
sigue inmediatamente: 2x + 3 etc. Cuando é le "ha embrollado” completamente y ha realizado
todas |as operaciones mencionadas arriba, Ud. ha llegado al resultado indicado en latabla
siguiente (en la columna izquierda esté escrito todo lo dicho en voz alta por suamigoy en la
derecha - las operaciones que Ud. ha hecho mentalmente):

He pensado un nimero X

lo he multiplicado por 2 2X

al resultado he sumado 3 2x+ 3
luego he sumado & nimero pensado 33X+ 3
ahora he sumado 1 X+ 4
el resultado lo he multiplicado por 2 6x + 8
he restado € numero pensado 5x + 8
he restado 3 5x+ 5

1 Mejor que no le permitadividir, puesla divisién complicamucho la prestidigitacion.
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mas he restado € nimero pensado Ix+ 5
he restado 2 4x+ 3
por fin, € resultado lo he multiplicado por 2 8x+ 6
y he sumado 3 8x+ 9

Ud. ha pensado por ultimo: € resultado final es 8x + 9. Ahorad dice: "El resultado final es 49".
Ud. tiene ya la ecuacion hecha: 8x + 9 = 49. Resolverla es unafutilidad y Ud. le comunica en e
acto que é ha pensado €l numero 5. Esta prestidigitacion es particularmente impresionante
porque las operaciones que hace falta realizar con € nimero pensado no las propone Ud., sino su
amigo las "inventa'.

Sin embargo, hay un caso cuando la prestidigitacion no tiene éxito. Si Ud. después de redlizar
(contando mentalmente) una serie de operaciones ha obtenido, por ggemplo, x + 14, y su amigo
dice luego: "...ahora he restado € nimero pensado y € resultado final es 14". Ud. le sigue (X +
14) - x = 14, de verdad resulta 14, pero no hay ninguna ecuacion y por eso Ud. no puede adivinar
el nimero pensado. ¢Qué es necesario hacer en este caso? Obre asi: tan pronto Ud. tenga el
resultado que no contiene la incognita x, interrumpa a su amigo, diciéndole; "jPare! Ahora puedo
sin preguntar nada comunicarte € resultado que tienes. Es 14". Esto de veras va a desconcertar a
su amigo, pues é no le ha dicho completamente nada. A pesar de que Ud. no supo adivinar €
nimero pensado, la prestidigitacion ha resultado espléndida.

He aqui un g emplo mas (como antes en la columna izquierda se encuentra lo dicho por su
amigo):

He pensado un nimero X

a este numero he sumado 2 X+ 2
el resultado 1o he multiplicado por 2 2X+ 4
ahora he sumado 3 2X+ 7
he restado €l nimero pensado X+ 7
he sumado 5 X+ 12
luego he restado & nimero pensado 12

En & momento cuando € resultado ha sido 12, es decir, es una formula que no tiene més la
incognita x, Ud. interrumpe al amigo comunicandole que ahora €l resultado es 12.

Después de practicar un poco Ud. podra féacilmente mostrar a sus amigos semejantes
"prestidigitaciones’.

Volver

13. Un supuesto absurdo

Problema

He aqui un problema gque puede parecer incongruente: ¢Cudl eslaequivaenciade84 s 8* 8 =
54?

Esta insolita pregunta esta muy |ejos de carecer de sentido, y puede ser resuelta mediante
€ecuaciones.

Pruebe a descifrarla

Solucién

Probablemente habréan comprendido que los datos del problema no pertenecen a sistema decimal,
pues en caso contrario, la pregunta " ¢Cud es la equivalencia de 847" seria un absurdo.
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Supongamos que la base del sistema desconocido de numeracion es x. El nimero "84" equivale
entonces a 8 unidades de segundo orden y 4 unidades del primero, es decir

“84" =8x + 4.
El nimero "54" equivale a 5x + 4. Tenemos, por o tanto, la ecuacion
8* 8=5x +4,

es decir, en € sistema de numeracion decimal seria 64 = 5x + 4,

de donde x = 12.

Este nimero estd expresado en €l sistemade base 12,y "84" =8 * 12 + 4 = 100. Por lo tanto, s 8
* 8="5b4","84" serdigual a 100.

De esta misma manera se resuelve otro de |os problemas de este tipo: ¢Cual es e equivalente de
100, s 5* 6 =337

Respuesta: 81 (sistema de base 9).

Volver

14. L a ecuacion piensa por nosotros

Si no cree que las ecuaciones son a veces mas previsoras que nosotros mismos resuelva este
problema:

El padre tiene 32 afos; €l hijo, 5. ¢Al cabo de cuantos afos serala edad del padre diez veces
mayor que ladel hijo?

Expresemos € tiempo buscado con x. Al cabo de x afios € padre tendra 32 + x afios; y € hijo, 5 +
x anos. Y como e padre debe tener 10 veces més afios que € hijo, se establece la ecuacién

32+x=10* (5+Xx).

Al resolverla hallamos que x = - 2.

"Al cabo de menos 2 afios" significa "hace dos afios'. Al plantear la ecuacion no pensabamos que
en e futuro la edad del padre no seria nunca 10 veces superior aladel hijo; esa correlacion pudo

tener lugar solo en el pasado. La ecuacion ha sido més reflexiva que nosotros, y nos ha recordado

nuestro descuido.
Volver

15. Curiosidadesy sor presas
Hay ocasiones en las que a resolver |as ecuaciones tropezamos con soluciones que pueden
desconcertar a un matemético poco ducho. Veamos agunos g emplos:

I. Hallar un nimero de dos cifras que tenga las siguientes propiedades:

La cifrade las decenas debe ser 4 unidades inferior ala cifrade las unidades. S ese mismo
nimero se escribe invirtiendo e lugar de sus cifrasy se le sustrae € nimero buscado, se obtiene
27. Expresando € guarismo de las decenas con la x, y € de las unidades con lay, formaremos
facilmente €l siguiente sistema de ecuaciones para este problema:
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ix=y-4
1(10x +y) - (10x+y) =27

Si € valor quetiene x en la primera ecuacion se coloca en la segunda, resultard que
10y +y—4(10(y - 4) +vy) =27
al operar tendremos que
36 = 27.

No se hahalado € valor de las incognitas, pero se havisto que 36 = 27... ¢qué quiere decir esto?
Esto significa que no existe ninglin nimero compuesto de dos cifras que responda a las
condiciones del problema, y que las ecuaciones planteadas se contradicen mutuamente. En efecto,
multipliqguemos ambos miembros de la primera igualdad por 9 y tendremos.

9y -9 -=36

y de la segunda ecuacion (después de abrir los paréntesis y reducir |os términos semejantes)
resulta:

9y - X =27.
Segun la primera ecuacion 9y - 9x esigua a 36 y de acuerdo con la segunda equivale a 27. Esto

es atodas luces imposible, por cuanto 36 1 27. Una confusion andloga espera a quien resuelva el
Siguiente sistema de ecuaciones:

y s confrontamos la ecuacion obtenida con la segunda del sistema veremos que

X*y=4
X*y=2

es decir, que 4 = 2. No hay cifras que satisfagan las condiciones de este sistema.

(Sstemas de ecuaciones, semejantes a |os que acabamos de examinar que no pueden ser
resueltos, se llaman no combinados.)

I1. Si cambiamos un tanto las condiciones del problema anterior recibiremos otra sorpresa.

Supongamos que la cifra de las decenas es menor en 3 unidades que la cifra de las unidades. Las
demas condiciones del problema permanecen invariables ¢Cual sera este nimero? Planteemos la
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ecuacion. Si expresamos la cifra de las decenas con la x, la de las unidades sera x + 3.
Traduzcamos €l problema a idioma del dgebra:

10* (x +3) +x-[10x + (X + 3)] = 27.

Al reducir se obtiene 27 = 27.

Esta igualdad es incuestionable, pero nada nos dice de laraiz de x ¢Significa esto que no existe
ningun valor que responda a las condiciones del problema?

Por el contrario. Esto se debe a que laigualdad dada es unaidentidad, es decir, que es cierta
cualquiera que sea la magnitud de la incognita x. En efecto, las condiciones del problema son
vdalidas para todo nimero compuesto de dos cifras siempre que & guarismo de las unidades sea
mayor en 3 unidades que €l de las decenas:

14+27=41
47+ 27=74
25+27=52
58 +27=85
36+ 27 =63
69 + 27 = 96.

[11. Hallar un nimero de tres cifras que responda a | as siguientes condiciones:

1. Lacifradelas decenas sea 7,

2. Lacifrade las centenas sea inferior en 4 unidades a la cifra de las unidades,

3. Si las cifras del mismo se colocan en orden inverso, € nuevo nimero sera 396 unidades mayor
gue e buscado.

Formemos la ecuacion sustituyendo la cifra de las unidades con la x:

100X + 70 + X - 4 - [100(x - 4) + 70 + x] = 396.

Después de reducida esta ecuacion se llega alaigualdad 396 = 396.

L os lectores conocen ya como hay que interpretar 1os resultados de este tipo. Esto significa que
un nimero de tres cifras, en el que la primera es menor que la tercera? en 4 unidades, aumenta en
396 s se le coloca en orden inverso.

Hasta ahora hemos examinado problemas que tienen un caracter mas o menos artificioso y
tedrico; su mision consiste en contribuir a que se adquiera habito en € planteamiento y la
solucion de ecuaciones. Ahora, pertrechados tedricamente, ofreceremos algunos ejemplos
relacionados con la produccion, la vida cotidiana, y la actividad militar y deportiva.

Volver

16. En la peluqueria

Problema

¢Puede € algebra tener alguna aplicacion en la peluqueria? Resulta que puede darse esa
circunstancia. Me convenci de ello en cierta ocasion, cuando encontrandome en un
establecimiento de esa clase, se dirigié a mi un oficial con una inesperada peticion:

2 Lacifrade las decenas no juega ningtin papel
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- ¢No podra resolvernos usted un problema que no sabemos cdmo hacerlo? - jNo se imagina
cuanta agua oxigenada hemos echado a perder por esa causa! - agrego otro.

- ¢Dequé setrata? - pregunté.

- Tenemos dos soluciones de agua oxigenada: al 30% una, y al 3% ]a otra. Debemos mezclarlas
de tal forma que obtengamos una solucion al 12%. Pero no podemos hallar las proporciones
correspondientes...

Me dieron un papel y encontré la proporcién que buscaban. Result6 ser un problema muy facil.

Solucién

El problema puede ser resuelto también por via aritmética, pero mediante €l dgebra se obtiene €
resultado con mas sencillez y prontitud. Supongamos que para formar lamezcla al 12% hay que
tomar x gramos de solucién al 3% ey gramos al 30% . Siendo asi, la primera porcién contendra
0,03 x gramos de agua oxigenada puray, la segunda, 0,3 y; en total habra

0,03x + 0,3y

Con esto resultara (x + y) gramos de solucién, en la que el agua oxigenada pura sera 0,12 (x + ).
Tenemos la ecuacion

0,03x + 0,3y = 0,12 (x + )

De esta ecuacion hallamos: x = 2y, es decir, que deberd tomarse doble cantidad de solucién al 3%
gue la empleada del 30%.

Volver

17. El tranviay el peaton

Problema

Cuando marchaba a lo largo de la linea del tranvia observé que cada 12 minutos me alcanzaba
uno de esos vehiculos, y cada 4 minutos otro de ellos pasaba en direccion contraria. Tanto los
vehiculos como yo nos desplazabamos con velocidad constante

¢Cada cuantos minutos salian los tranvias de las estaciones terminal es?

Solucién

Si los tranvias salian cada x minutos, eso quiere decir que por aguel lugar donde yo me
encontraba con un tranvia tenia que pasar € siguiente después de x minutos. Si € vehiculo ibaen
mi direccién, entonces en 12 - X minutos debia recorrer € camino que yo hacia en 12 minutos.
Eso significa que e camino que yo andaba en un minuto € tranvialo haciaen (12 - x) / 12
minutos.

Si e tranviaiba en direccion contraria nos cruzariamos 4 minutos después de haberme
encontrado con € anterior, y en € tiempo restante (x - 4) minutos debia recorrer € camino hecho
por mi en esos 4 minutos. Por lo tanto, el camino que yo andaba en 1 minuto lo hacia € tranvia
en (X —4) / 4 minutos. Tenemos pues la ecuacion

(12-x)/12=(x-4)/ 4

De donde se deduce que x = 6. Cada 6 minutos iniciaban los tranvias su itinerario.
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Puede proponerse la siguiente resolucion (en esencia es una solucion aritmética). Expresemos la
distancia que separaba a los tranvias entre si con la letra a. Entonces la distancia que mediaba
entre e tranvia que ibaami encuentro y yo, disminuiaen a/ 4 cada minuto (por cuanto la
distancia entre € tranvia que acababa de pasar y € siguiente, igual a a, larecorriamos en 4
minutos). Si el tranviaiba en mi direccion, la distancia entre nosotros se reducia cada minuto en
a/12. Supongamos que yo marchara hacia delante durante un minuto y, después, anduviera otro
minuto hacia atras (es decir, regresara a punto de partida). En este caso la distancia que mediaba
entre el tranvia - que iba ami encuentro - disminuia durante &l primer minutoena/4,yene
segundo minuto, en a/ 12. En consecuencia, en €l lapso de 2 minutos, |a distancia entre nosotros
sereduciaena/4+a/12=a/ 3. Lo mismo habria ocurrido s yo hubiera permanecido inmaovil
en d gitio, ya, que, en fin de cuentas, volveria hacia atras. De esta manera, s yo no hubiera
avanzado, en un minuto (no en dos) € tranvia se hubiese acercado haciamia/3:2=a/6,y
toda la distancia a la habria recorrido en 6 minutos. Por ello, para un observador inmovil, los

tranvias pasaban con interval os de 6 minutos.
Volver

18. El barcoy la balsa

Problema

Un barco se desplaza 5 horas sin interrupcion rio abajo desde la ciudad A a la ciudad B. De
vuelta avanza contra la corriente (con su marcha ordinaria y sin detenerse) durante 7 horas.
¢Cuantas horas necesitara una balsa para desplazarse de la ciudad A a la B, yendo a la misma
velocidad de la corriente?

Solucién

Expresemos con x € tiempo (en horas) que necesita e barco para recorrer la distancia que separa
A de B en € agua estancada (es decir, con la velocidad del barco) y cony, € tiempo que se
dedliza labalsa. Siendo asi, en una hora el barco recorre 1/ x de ladistancia AB, y labalsa (a
igual quelacorriente) 1/ y de esta distancia. Por esta razon, € barco, marchando impulsado por
la corriente, en unahorarecorre 1/ x + 1/ y de ladistancia AB, y hacia arriba (contrala
corriente) 1/ x —1/y . Por las condiciones del problema se deduce que hacia abgo € barco hace
enunahoral/5deladistancia y, haciaarriba, 1/ 7 . De aqui € sistema:

1/x+1/y=1/5
1/x-1/y=1/7

Observamos que para solucionar este sistema no debemos hacer desaparecer |os denominadores:
es suficiente con restar la segunda ecuacion de la primera. Operando resultara:

2/y=2/35

de dondey = 35. Las balsas se dedlizardn desde A hasta B en 35 horas.
Volver

19. Dos botes de café
Problema
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Dos botes llenos de café tienen la misma forma y estan hechos de la misma hojalata. El primero
pesa 2 kg y tiene 12 cm de altura; el segundo pesa 1 kg y mide 9,5 cmde altura. ¢Cual es el peso
neto del café en los dos botes?

Solucion
Expresemos el peso del contenido del bote grande con X, y € del pequefio con y. El peso de los
botes o expresaremos con zy t respectivamente. De donde se obtienen las siguientes ecuaciones:

X+z=2
y+t=1

Teniendo en cuenta que los pesos del contenido de ambos botes regl etos se relacionan entre si
Como sus propios volimenes es decir, como e cubo de sus aturas®, resulta que

x/y=123/95%»2.026x =202y

El peso de |os botes vacios se relaciona entre si como se relacionan sus superficies completas, es
decir, como los cuadrados de sus alturas. Por ello

z/t=12°/95°» 1.6 6 z= 1.60t
Sustituyendo los valores de x y de z en la primera ecuacion resultara el sistema

202y+160t=2
y+t=1

Al resolverlo tendremos:
y=20/21=0.95t=0.05

Por lo tanto, x = 1,92, z= 0,08.
El peso del café sin el envase seré& € del bote grande, 1,92 kg; € del pequefio, 0,94 kg.

Volver

20. Velada

Problema

A una velada asistieron 20 personas. Maria bail6 con siete muchachos; Olga, con ocho; Vera,
con nueve, y asi hasta llegar a Nina, que bail6 con todos ellos. ¢ Cuantos muchachos habia en la
velada?

Solucioén

3 Esta proporcién puede ser aplicada sélo en el caso en que los lados de os botes no sean demasiado gruesos, por
cuanto lasuperficie, lainternay la externa del bote no son semejantes, y laaturade su parte internatiene cierta
diferenciacon laalturade lapropiacaja.
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La solucion del problema es muy sencillasi se elige con acierto laincognita. Busquemos el
numero de las jévenes, que expresaremos con la x:

12 Mariabailocon 6+ 1 muchachos
28 Olgabailocon 6+ 2 muchachos
2 Verabailbcon 6+ 3 muchachos

x2 Ninabail6con 6+ x muchachos

Establezcamos la siguiente ecuacion: x + (6 + x) = 20, de donde x = 7, por lo tanto, €l nimero de
muchachos era20 - 7 = 13.
Volver

21. Exploracion marina

Primer problema

El explorador (la nave de reconocimiento), que marchaba con el resto de la escuadra, recibio la
tarea de explorar € mar en una zona de 70 millas en la direccion en que marchaba la escuadra.
La velocidad de ésta era de 35 millas por hora; la del barco explorador, de 70 millas por hora.
¢Cuanto tiempo tardara éste en incorporarse de nuevo a la escuadra?

Soluciéon

Designemos € nimero de horas buscadas con la x. Durante este tiempo la escuadra recorrié 35x
millas; y la nave de reconocimiento, 70x. Esta naveg6 70 millas hacia adelante y una parte de esta
ruta al regreso; la otra parte fue hecha por €l resto de la escuadra. Todos juntos recorrieron 70x +
35%, lo que esiguala2 * 70 millas. De aqui la ecuacion

70x + 35x = 140,
de donde
x =140/ 105 horas.

La embarcacion exploradora se incorporo ala escuadra, aproximadamente, a cabo de hora 20
minutos.

Segundo problema

El barco explorador recibié la orden de hacer e reconocimiento en la direccién que llevaba la
escuadra. Tres horas después, la nave debia incorporarse a la escuadra. ¢Al cabo de cuanto
tiempo, a partir del momento en que sé distancia de la escuadra, debe iniciar € barco
explorador €l regreso, s su velocidad es de 60 nudos, y la de la escuadra de 40 nudos?

Solucion

Supongamos que la nave de reconocimiento debia volver a cabo de x horas; eso significa que se
algj6 de la escuadra x horas, y marché de vuelta, a su encuentro, 3 - x horas. Mientras todos los
barcos marchaban en una misma direccion, en x horas pudo la embarcacion exploradora algarse a
una distanciaigual ala diferencia entre las distancias recorridas por cada uno, es decir, en
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60x-40x =20X.

Cuando regreso e explorador habia cubierto, en direccion ala escuadra, una distancia de 60 * (3
- X), en tanto que la escuadra habia recorrido 40 * (3 - x). Uno y otra recorrieron juntos 10x. Por
lo tanto

60 * (3-x)+40* (3-x) =20,
de donde
x=21/2.

El explorador tuvo que modificar el rumbo, iniciando €l regreso, al cabo de 2 horasy 30 minutos

a partir del momento en que abandond la escuadra.
Volver

22. En € velédromo

Problema

Dosciclistas corren por €l velddromo a velocidades constantes. Al |levar direcciones opuestas se
encuentran cada 10 segundos; cuando van en la misma direccién, un ciclista alcanza al otro
cada 170 segundos, ¢Cual esla velocidad que desarrolla cada ciclista si la longitud de la pista
esde 170 m?

Solucién
Si lavelocidad del primer ciclista es x, en 10 segundos habra recorrido 10x metros. El segundo

(yendo a encuentro) recorre € resto de la vuelta en € intervalo que media entre dos cruces, es
decir, 170 - 10x metros. Si lavelocidad del segundo es 'y, esto constituye 10y metros; por |o tanto

170-10x=10y.
Si los ciclistas marchan uno tras otro, en 170 segundos el primero recorre 170x metros, y el
segundo, 170y metros. Si e primero marcha mas de prisa que € segundo, de un encuentro a otro
corre una vuelta més que e segundo, es decir,
170x - 170y = 170.
Al simplificar éstas ecuaciones, tenemos.
X+y=17,x-y=1

dedonde x =9, y = 8 (metros por segundo).

Volver

23. Carrera de motocicletas
Problema
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En una carrera de motocicletas, tres maquinas salieron simultaneamente. La segunda hace 15
km por hora menos que la primera, y 3 kmmas que laterceray llega a la meta 12 minutos
después que la primera y 3 minutos antes que la tercera. Durante el recorrido no se registraron
paradas.

Hay que determinar:

a. Ladistanciadelacarrera,

b. La velocidad de cada motocicleta y

c. El tiempo empleado por cada maquina.

Solucion

Aungue las incognitas llegan a siete, se emplean solo dos para resolver € problema. Formemos
un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.

Expresando la velocidad de la segunda moto con la x, lavelocidad de laprimeraserax + 15,y la

delatercerax - 3. Ladistancia se expresa con lay. En este caso la duracién de la carrera fue:

parala primera motocicletay / (x + 15)

para la segunda motocicletay / x

para latercera motocicletay / (x — 3)

La segunda méguina hizo € recorrido en 12 minutos (1 / 5 de hora) més que la primera. Por €llo
yIx-y/(x+15)=1/5

Latercera empled en la carrera 3 minutos (1 / 20 de hora) més que la segunda. Por consiguiente,
y/(x-3)—-y/x=1/20

Multiplicando por 4 esta ecuacion y restandola de la anterior, se obtiene:

yIx—y/l(x+15)4[y/(x-3)-y/x] =0
Dividimos todos los términos por y (y* 0) y quitamos los denominadores, con o que se obtiene:
x-15)* (x-3)-x*(X-3)-4x* (x+15)+4* (x+15* (x-3)=0
y a abrir paréntesisy reducir |os términos semejantes, resultara:
3x-225=0
de donde x = 75. Conociendo lax se obtiene € valor de lay en la primera ecuacion.
y/75-y/90=1/5
dedondey = 90.

De agui que la velocidad de las motocicletas sea: 90, 75y 72 km por hora. La distancia sera de 90
km.
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Dividiendo la distancia por la velocidad de cada motocicleta se obtiene € tiempo invertido por
cada méquina:

laprimera: 1 hora
lasegunda: 1 horay 12 minutos
latercera: 1 horay 15 minutos

De esta forma se ha encontrado € valor de las siete incognitas.
Volver

24. Velocidad media

Problema

Un automévil cubri6 la distancia entre dos ciudades a 60 km por hora e hizo € viaje de regreso
a 40 km por hora. ¢Cual fue la velocidad media de su recorrido?

Solucion
La aparente sencillez del problema confunde a muchos. Sin pensar detenidamente en €, hallan la
media aritmética de 60 y 40, es decir, la semisuma

(60+40)/2=50

Esta"smple" solucion seria cierta s laiday la vuelta hubieran durado el mismo tiempo. Pero es
evidente que € recorrido de vuelta (a menos velocidad) requiere mas tiempo que laida. Si
tenemos esto en cuenta, veremos que la respuesta de 50 km es erronea.

Y asi es, en efecto. La ecuacion nos da otra solucion. No resulta dificil establecer la ecuacion si
introducimos una incégnita auxiliar: la magnitud |, distancia entre las dos ciudades. Expresemos
con X la velocidad media buscada y formemos la ecuacién

2* 1 /x=1/60+1/40
Comoquieraque | * 0, podemos dividir la ecuacion por |, obteniendo,
2/x=1/60+1/40
de donde
x=2/(1/60+1/40) =48
De esta forma vemos que la respuesta acertada no es 50, sino 48 km por hora. Si resolviéramos
este mismo problema con letras (en laida, e automovil marchaba a una velocidad de a por hora,
y de vuelta, ab por horay obtendriamos la ecuacion
2/x=1/a+1/b

de donde a despgar la x resultara

2/(1/a+1/b)
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Esto se denomina media harménica de las magnitudes a 'y b.
Por lo tanto, la velocidad media del recorrido se expresa, no con la media aritmética, sino con la
media harmonica de las velocidades. Para a y b; positivas, la media harmonica sera siempre

menor que lamedia aritméticaa + b / 2, como se havisto en €l g emplo numérico (48 < 50).
Volver

25. Méquinas de célculo répido

Al tratar de las ecuaciones, Algebra Recreativa no puede desentenderse de la solucion de
ecuaciones en maguinas de calcular. Y a se ha dicho que las cal culadoras pueden "jugar” a
gjedrez (0 alas damas). Ademés pueden realizar también otras funciones; por gemplo, la
traduccion, la orquestacion de melodias, etc. Basta con elaborar €l "programa’ correspondiente,
con arreglo al cual debe actuar la maguina.

Claro que no vamos a examinar aqui "programas’ para €l gedrez ,0 paralatraduccion, que son
dificiles en extremo. Examinaremos tan sélo dos "programas’ sencillos. Mas en principio hay que
decir algunas palabras sobre la construccién de la méquina de célculo.

En € capitulo primero se ha tratado de dispositivos que permiten hacer milesy decenas de miles
de operaciones por segundo. La parte de la maquina gque sirve parala gecucion directa de
operaciones se llama aritmometro. Ademés, la maguina tiene un dispositivo de direccién (que
regula e trabajo de toda la maguina) y €l dispositivo de memoria. La"memoria’, es un depdsito
de nUmeros y signos convencionales. Por Ultimo, la maguina esta equipada con dispositivos de
entrada y de salida destinados a introducir nuevos datos numericos y ofrecer |os resultados
definitivos. La méguina registra estos resultados (ahora ya en € sistema decimal) en tarjetas
especiales.

Es notorio que el sonido puede ser registrado en discos o en cinta, y después reproducido. Pero la
grabacién del sonido en un disco puede hacerse tan solo unavez: parareaizar una nueva
grabacion se precisa otro disco. Laimpresion de sonidos en magnetéfono tiene lugar de forma un
tanto distinta, mediante el imantado de una cinta especial. El sonido registrado puede
reproducirse las veces que sean precisasy, S laimpresion resulta ya innecesaria, puede
"desmantarse” y efectuar en ella una nueva grabacion. Una misma cinta puede grabarse varias
veces, con la particularidad de que cada nueva grabacion "borra' la anterior.

El funcionamiento de la"memoria’ se basa en un principio analogo. Los nUmerosy signos
convencionales se registran eléctrica, magnética o mecanicamente en un tambor, una cinta u otro
dispositivo. E1 nimero grabado puede ser "leido" en el momento oportuno; s no se necesita mas
puede ser borrado, grabandose otro en su lugar. La "extraccion” y la"lectura’ del nimero o €
signo convencional dura solo algunas millonésimas de segundo. La "memoria" puede constar de
algunos miles de celdas y, cada celda, de varias decenas de elementos magnéticos, por € emplo.
Convengamos en que para registrar |os nimeros por medio del sistema de base dos, cada
elemento imantado expresa el 1, y los no imantados, € 0. Supongamos, por g emplo, que cada
celda retentiva contiene 25 elementos (o como dicen, 25 érdenes del sistema de base dos) v,
ademas, el primer elemento de la celda sirve para expresar € signo del nimero (+6-), los
siguientes 14 elementos sirven para imprimir la parte entera del nimero y, los ultimos 10, para
registrar la parte decimal.
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Figura 9

En lafig. 9 se presentan esqueméticamente dos celdas de memoria, con 25 elementos en cada
una, los imantados se expresan con € signo + ; los desimantados, con € - . Examinemos la celda
superior (lacomaindica e lugar donde empieza la parte decimal, y la linea punteada separa €l
primer elemento - que sirve parafijar e signo - de los demés). En esa celda hay escrito (en €
sistema de base dos) e nimero + 1011,01, equivalente en e sistema decimal, a gque estamos
acostumbrados, a 11,25.

Ademés de los nimeros, en las celdas retentivas se conservan las érdenes que componen €l
"programa’. Veamos en qué consiste €l sistema de Ordenes a tres direcciones. En este caso, al
escribir la orden, la celda retentiva se divide en 4 partes (las lineas de puntos en la celdainferior,
fig. 9). Laprimera parte sirve paraindicar el signo de operacion, que va cifrado. Por g emplo:

Suma = operacion |,

sustraccion = operacion |,

multiplicacién = operacion |1, etc.

Las ordenes se descifran asi: la primera parte de la celda es € nUmero de la operacion; la segunda
y latercera, los nimeros de las celdas (direcciones), de las cuales hay que extraer las cifras para
las operaciones; la parte cuarta es el nimero de la celda (direccién) adonde debe enviarse e
resultado obtenido. Por g emplo, en lafig. 9 (filainferior) hay escritos por el sistema binario los
numeros 11, 11, 111,1011, en & sistemadecimal, 3, 3, 7, 11, lo que significa la siguiente orden:
laoperacién 111 (multiplicacion) debe efectuarse con los nimeros de las celdas terceray séptima
y amacenar € resultado (es decir, registrarlo) en la celda undécima.

En lo sucesivo inscribiremos nimeros y érdenes, no con signos convencionales, como en lafig.
9, sino directamente en e sistema decimal. Por gemplo; la orden expuesta en la serie inferior de
lafig. 9, se escribe asi:

multiplicacion 37 11
Examinemos ahora dos sencillos g empl os de programa.

Programa 1°

1. Suma454

2. Multiplicacion 4 4®
3.0D%1

4.0

51

4 OD operacién de direccion
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VVeamos como funciona una méaquina en cuyas cinco primeras celdas estan amacenados los
siguientes datos:

1% orden: sumar los nimeros de las celdas 4 y 5y enviar € resultado ala celda 4 (en sustitucion
de lo que figuraba anteriormente). Por consiguiente, lamaquina escribe e nimero0+1=1enla
celda 4. Después de cumplidala orden, en las celdas 4 y 5 se encontraran |os siguientes nUmeros:
4.1

51

2% orden: multiplicar € niimero de la celda 4 por si mismo (esto es, elevarlo al cuadrado) y
registrar en latarjeta el resultado, es decir, 1° (la flecha significa la salida de un resultado
obtenido).

3% orden: operacion de direccion alacelda 1. En otras palabras la orden OD significala
repeticion de todas las 6rdenes, empezando desde la primera. De forma que se gecuta la primera
orden.

I* orden: sumar los nimeros de las celdas 4 y 5, y fijar la suma de nuevo en lacelda 4. En
consecuencia, en lacelda4 estardel nUmero 1+ 1 = 2:

4.2
5.1

22 orden: elevar a cuadrado € nimero de lacelda4 y € resultado, 22, registrarlo en latarjeta (la
flechaindicala salida del resultado).

3% orden: operacion de direccion ala celda 1 (es decir, volver de nuevo ala primera orden).

[2 orden: e nimero 2 + 1 = 3 enviarlo alacelda 4:
4.3
51

2% orden: registrar en latarjeta el valor de 3.
3% orden: operacién de direccion alacelda 1, etc.

Hemos visto como la méguina calcula sucesivamente los cuadrados de nimeros enteros y los
registra en la tarjeta. Obsérvese que no es preciso elegir cada vez €l nuevo nimero: la maguina
misma escoge uno tras otro los nimeros enteros y los eleva a cuadrado. Actuando de acuerdo
con este programa la maquina obtiene el cuadrado de todos los nimeros enteros desde 1 hasta €l
10 000, en algunos segundos (o en partes de segundo). Debe hacerse notar que, en realidad, el
programa para el calculo de los cuadrados de nimeros enteros debe ser algo mas complejo que €
mencionado més arriba. Esto se refiere, en particular, ala 2% orden. Pararegistrar €l resultado en
tarjeta se requiere mucho més tiempo que & que precisa la méguina para € ecutar una operacion.
Por eso, los resultados se amacenan primero en las celdas libres de la "memoria’, y solo después
("sin precipitarse") se registran en las tarjetas. De esta suerte, € primer resultado definitivo se
amacena en lacelda la de la"memorid’ que se encuentra libre; e segundo en la celda 2% el
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tercero, en la 32, etc. En € programa simplificado expuesto anteriormente, todo ello habia sido
omitido.

Por afiadidura, la méguina no puede dedicarse durante largo tiempo a calculo de cuadrados pues
no bastan las celdas de la "memorid’, y es imposible "adivinar" cuando ha obtenido la maquina
los cuadrados que necesitamos, a fin de desconectarla, (ya que la méquina gecuta miles de
operaciones por segundo). Por esa razon se prevén Ordenes especiales para detener la méaguina en
el momento oportuno. Por gemplo, e programa puede ser compuesto de tal manera que la
maguina calcule los cuadrados de todos los nimeros enteros, del 1 a 10 000, y después se pare
automati camente.

Hay también otra clase de érdenes més complicadas, de las cuales no nos ocuparemos.

He aqui qué aspecto tiene e programa para el calculo de cuadrados del 1 a 10 000:

Programal. a
1) suma898
2) multiplicacion 8 8 10
3)suma262
4)0C°871
5) stop
6)001

7) 10 000

8)0

91

10)0

11) 0

12) 0

L as dos primeras Ordenes se diferencian poco de las que se han expuesto en el programa
simplificado. Después de cumplir estas dos 6rdenes, en las celdas 8, 9 y 10 habra los siguientes
nimeros:

8) 1
9)1
10) 12

Latercera orden es muy interesante: hay que sumar el contenido de lasceldas 2 y 6, registrar otra
vez €l resultado en lacelda 2, después de lo cual, ofrecera e siguiente aspecto:

2) multiplicacion 8 8 11.

De aqui que, después de cumplida la 3a orden, cambia la segunda orden, mejor dicho, cambia una
de las direcciones de la 22 orden. A continuacion aclararemos |as razones a que obedece esto.

La cuarta es la operacion de comparacion (en sustitucion de la tercera orden del programa
examinado anteriormente). Esta se cumple asi: s € nimero almacenado en la celda 8 es menor
gue € de la 7, la operacion de direccion la transmite a la celda l; en caso contrario, se efectia la

® OC = operacion de comparacion
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orden siguiente, (Ia5). En nuestro caso como 1 < 10 000, la operacion de direccidn se le encarga
alacddal.

Por consiguiente, volvemos otra vez ala orden primera. Unavez cumplida éstaen lacelda 8 se
encontrara el nimero 2. La segunda orden, que se presentara como

2) multiplicacion 8 8 11,

consiste en que 2° se envia ala celda 11. Ahora queda claro para qué fue cumplida anteriormente
la3? orden: e nuevo 22 no puede ir a parar ala celda 10 que ya esté ocupada, sino ala siguiente.
Una vez cumplidas las 6rdenes Py 2% tendremos los siguientes nimeros:

8) 2
9)1
10) 12
11) 22

Después de gjecutada la orden 32, la celda 2, aparecerd asi:
2) multiplicacion 8 8 12

es decir, lamaquina"se prepard” para anotar € nuevo resultado en lacelda 12. Y como en la
celda 8 sigue habiendo un niimero menor que en la 9, la 4% orden significa que se encarga ala
celda 1 la operacién de direccion.

Ahora, cumplidas ya las 6rdenes I? y 22, obtendremos:

8) 3
9)1
10) 12
11) 22
12) 3°

¢Hasta cuando continuard la méaquina cal culando los cuadrados seguin € programa? Hasta que en
la celda 8 aparezca el nimero 10 000, es decir, mientras no hayan sido obtenidos |os cuadrados
de los nimeros comprendidos entre e 1y € 10 000. Después, la 4* orden ya no transmite la
operacion de direccion alacelda 1 (por cuanto en la celda 8 habra un nimero no menor, sino
igual a almacenado en lacelda 7), es decir, después de la 4% orden, la méguina cumple la 52
orden: cesa de funcionar (se desconecta). Examinemos ahora un proceso mas complicado de
programacion para resolver sistemas de ecuaciones. Veamos un programa simplificado. Si se
desea puede imaginarse € aspecto completo del programa. Supongamos e siguiente sistema de
ecuaciones:

jax+by=c
%dx+ey: f

Este sistema es fécil de resolver:
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Este sistema (con los valores numéricos de los coeficientes a, b, ¢, d, e, f) podriaresolverse en
menos de un minuto. La méguina, en cambio, puede dar en un segundo la solucién de miles de
tales sistemas de ecuaciones. Examinemos el programa correspondiente. Consideremos que han
sido dados simultaneamente varios sistemas. con valores numéricos para los coeficientes a, b, c,
def, ab,..

He aqui €l correspondiente programa:

Programa |
1) *28 30 20 14) +3 19 3 26) a
2 *21 31 21 15 +4 19 4 27) b
3) *26 30 22 16) +5 19 5 28) c
4) *27 29 23 17) +6 19 6 29) d
5 *26 31 24 18) OD 1 30) e
6) *28 29 25 19) 6 6 0 31) f
7 -20 21 20 20) 0 32) &
8 -22 23 21 21) 0 33) b
9 -24 25 22 22) 0 M) ¢
100 /20 21 ® 23) 0 3 d
11) /22 21 ® 24) 0 36) €
12) +1 19 1 25) 0 37) f
13) +2 19 2 38) a’

1% orden: plantear la multiplicacién de los nimeros almacenados en las celdas 28 'y 30, y enviar
el resultado ala celda 20. Dicho en otras palabras. en la celda 20 se dmacenara el niUmero ce.
De manera andloga serédn realizadas las 6rdenes desde la 22 hasta la 6% Después de gjecutarlas,
desde la celda 20 hasta la 25 encontraremos |os siguientes nimeros:

20) ce
21) bf
22) ae
23) bd
24) of
25) cd

7% orden: del nimero de lacelda 20, restar €l dela 21, y  resultado, (es decir, ce - bf), volver a
almacenarlo en la celda 20.

De la misma forma se cumplen las 6rdenes 8%y 9% En consecuencia, en las celdas 20, 21y 22
apareceran 1os siguientes nUmeros.

20) ce - bf
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21) ae - bd
22) & - cd

Ordenes 10? y 11%: se forman los siguientes quebrados:

(ce - bf) / (ae - bd)
(af - cd) / (ae - bd)

gue se registran € latarjeta (es decir, se presentan como resultados definitivos). Estos son los
valores de las incdgnitas obtenidas del primer sistema de ecuaciones.

Como vemos, € primer sistema ha sido resuelto. ¢Para qué hacen falta nuevas 6rdenes? La parte
siguiente del programa (desde la celda 12 hasta la 19) est4 destinada a obligar ala méquina a
"pasar” a segundo sistema de ecuaciones. Veamos Ssu proceso.

Figura 10

Las ordenes desde la 10 hasta 17 consisten en agregar a contenido desde lacelda 1 hastala 6 lo
almacenado en la celda 19, y los resultados vuelven otra vez a las celdas desde la 1 hastala 6. De
tal manera, después de cumplir la orden 17 las primeras seis celdas tendran e siguiente
contenido:

1) * 3436 20
2)* 333721
3) * 3236 22
4)* 333523
5) * 3237 24
6) * 34 3525

Orden 18%: operacion de direccion ala primera celda.

¢En qué se diferencian las nuevas anotaciones de las primeras seis celdas de las anteriores? En
que las dos direcciones primeras tienen en estas celdas |os nimeros que van del 32 a 37 y no del
26 a 31, como antes. En otras palabras, la maquina realizara de nuevo las mismas operaciones,
pero las cifras no seran tomadas, de las celdas 26 a la 31, sino de la 32 a la 37 donde estén los
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coeficientes del segundo sistema de ecuaciones. Después de resolver éste, la maquina pasa al
tercero, etc.

Lo dicho hasta aqui patentiza laimportancia de "programar” con acierto. La méquina, "de por si*,
no "sabe" hacer nada. S6lo puede cumplir €l programa que se la encomiende. Hay programas
para calcular raices, logaritmos y senos, para resolver ecuaciones de grados superiores, etc. Se ha
indicado ya que existen programas para jugar a gjedrez, para la traduccién de un idioma a otro,
etc. Es claro que cuanto mas dificil sea el problemaa resolver, tanto mas complejo sera el
programa correspondiente.

Afadamos, como conclusién, que existe la programaciéon de programas, es decir, aguélla con
ayuda de la cual la misma maguina puede componer el programa para resolver € problema. Esto
facilita en gran medida la programacion, que con frecuencia es bastante laboriosa.

Volver
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